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ЛЕКЦИЯ №9 
 

БАЗОВЫЕ МОДЕЛИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ БИОФИЗИКИ.  
БИОЛОГИЧЕСКИЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ 

 
В математической биофизике, как и в любой науке, существуют простые модели, 

которые поддаются аналитическому исследованию и обладают свойствами, 
позволяющими описывать целый спектр природных явлений. Такие модели называют 
базовыми. В физике классической базовой моделью является гармонический 
осциллятор (шарик - материальная точка - на пружинке без трения). После того, как 
досконально математически изучена суть процессов на базовой модели и ее 
модификациях, по аналогии становится понятными явления, происходящие в гораздо 
более сложных реальных системах. Например, релаксация конформационных состояний 
биомакромолекулы рассматривается аналогично осциллятору в вязкой среде.  

Несмотря на огромное разнообразие живых систем, можно выделить некоторые 
важнейшие присущие им качественные свойства:  

• рост;  
• самоограничение роста;  
• способность к переключениям – существование двух или нескольких 

стационарных режимов;  
• автоколебательные режимы (биоритмы);  
• пространственная неоднородность;  
• квазистохастичность.  
Все эти свойства можно продемонстрировать на сравнительно простых 

нелинейных динамических моделях, которые и выступают в роли базовых моделей 
математической биологии.  

  
1. Неограниченный рост. Экспоненциальный рост. Автокатализ 
Одно из фундаментальных предположений, лежащих в основе всех моделей роста - 

пропорциональность скорости роста численности популяции, будь то популяция 
зайцев или популяция клеток. Для многих одноклеточных организмов или клеток, 
входящих в состав клеточных тканей, размножение - это просто деление, то есть удвоение 
числа клеток через определенный интервал времени, называемый характерным временем 
деления. Для сложно организованных растений и животных размножение происходит по 
более сложному закону, но в простейшей модели можно предположить, что скорость 
размножения вида пропорциональна численности этого вида.  

Математически это записывается с помощью дифференциального уравнения, 
линейного относительно переменной x, характеризующей численность (концентрацию) 
особей в популяции:  

dx Rx
dt

=  (1)  

Здесь R в общем случае может быть функцией как самой численности, так и 
времени, или зависеть от других внешних и внутренних факторов.  

Закон (1) был сформулирован Томасом Робертом Мальтусом (1766-1834) в книге 
'О росте народонаселения' (1798). Согласно (1), если коэффициент пропорциональности 
R = r = сonst (как это предполагал Мальтус), численность будет расти неограниченно по 
экспоненте:  

( )0 0 0;  rtx x e x x t= =  
Для большинства популяций существуют ограничивающие факторы, и по тем или 

иным причинам рост популяции прекращается. Единственное исключение представляет 
человеческая популяция, которая на протяжении всего исторического времени растет 
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даже быстрее, чем по экспоненте. Исследования Мальтуса оказали большое влияние как 
на экономистов, так и на биологов, в частности теорию Мальтуса подробно анализирует 
в своих дневниках Чарльз Дарвин. Одну из причин нарушения закона Мальтуса в 
реальной живой природе Дарвин видит в борьбе видов за существование.  

Закон экспоненциального роста справедлив на определенной стадии роста для 
популяций клеток в ткани, водорослей или бактерий в культуре. В моделях 
математическое выражение, описывающее увеличение скорости изменения величины с 
ростом самой этой величины, называют автокаталитическим членом (авто - само, 
катализ - модификация скорости реакции, обычно ускорение, с помощью веществ, не 
принимающих участия в реакции), автокатализ - «самоускорение» реакции.  

 
2. Ограниченный рост. Уравнение Ферхюльста 
Базовой моделью, описывающей ограниченный рост, является модель 

Ферхюльста (1848):  

1dx xrx
dt K

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2)  

Параметр K носит название "емкости популяции", выражается в единицах 
численности (или концентрации) и носит системный характер, то есть определяется 
целым рядом различных обстоятельств, среди них - ограничения на количество субстрата 
для микроорганизмов, доступного объема для популяции клеток ткани, пищевой базы или 
убежищ для высших животных. График зависимости правой части уравнения (2) от 
численности x и численности популяции от времени представлены на рис. 1 (а и б).  

 
Рис. 1. Ограниченный рост. Зависимость величины скорости роста от численности (а) и 

численности от времени (б) для логистического уравнения. 
 
Изучение дискретного аналога уравнения (2) во второй половине 20 века выявило 

совершенно новые и замечательные его свойства. Рассмотрим численность популяции в 
последовательные моменты времени, что соответствует реальной процедуре пересчета 
особей (или клеток) в популяции. Зависимость численности на временном шаге номер n+1 
от численности предыдущем шаге n можно записать в виде: 

( )1 1n n nx rx x+ = −  (3)  
Поведение во времени переменной xn в зависимости от величины параметра r 

может носить характер не только ограниченного роста, как было для непрерывной модели 
(2), но также быть колебательным или квазистохастическим, как это изображено на рис. 2 
слева. Сверху вниз значение параметра собственной скорости роста r увеличивается. 
Кривые, представляющие вид зависимости значения численности в данный момент 
времени (t+1) от значений численности в предыдущий момент времени t представлены на 
рис. 2 слева, эта скорость нарастает при малых численностях, и убывает, а затем 
обращается в нуль при больших численностях. Динамический тип кривой роста 
популяции зависит от того, насколько быстро происходит рост при малых численностях, 
т.е. определяется производной (тангенсом угла наклона этой кривой) в нуле, который 
определяется коэффициентом r:  

• Для небольших r (r < 3) численность популяции стремится к устойчивому 
равновесию;  
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• Когда график слева становится более крутым, устойчивое равновесие 
переходит в устойчивые циклы. По мере увеличения численности длина цикла растет, и 
значения численности повторяются через 2, 4, 8,..., 2n поколений;  

• При величине параметра r > 2,570 происходит хаотизация решений. При 
достаточно больших r динамика численности демонстрирует хаотические всплески 
(вспышки численности насекомых). Уравнения такого типа описывают динамику 
численности сезонно размножающихся насекомых с неперекрывающимися поколениями.  

Рис. 2. Вид функции зависимости численности на 
последующем шаге от численности на предыдущем шаге 
(а) и поведение численности во времени (б) при разных 

значениях параметра r для дискретной модели 
логистического роста (3): 1 – ограниченный рост; 2 – 

колебания; 3 – хаос.  
Дискретное описание оказалось продуктивным для систем самой различной 

природы. Аппарат представления динамического поведения системы на плоскости в 
координатах [xt, xt+T] позволяет определить, является наблюдаемая система колебательной 
или квазистохастической. Например, представление данных электрокардиограммы 
позволило установить, что сокращения человеческого сердца в норме носят нерегулярный 
характер, а в период приступов стенокардии или в предынфарктном состоянии ритм 
сокращения сердца становится строго регулярным. Такое "ужесточение" режима является 
защитной реакцией организма в стрессовой ситуации и свидетельствует об угрозе жизни 
системы. 

 
3. Ограничения по субстрату. Модели Моно и Михаэлиса-Ментен 
 
Одной из причин ограничения роста может быть недостаток пищи (лимитирование 

по субстрату на языке микробиологии). Из микробиологических исследований известно, 
что в условиях лимитирования по субстрату скорость роста растет пропорционально 
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концентрации субстрата, а при избытке субстрата выходит на постоянную величину, 
определяемую генетическими возможностями популяции. В течение некоторого времени 
численность популяции растет экспоненциально, пока скорость роста не начинает 
лимитироваться какими-либо другими факторами. Зависимость скорости роста R в 
формуле (1) от субстрата может быть описана в виде:  

( ) 0

S

SR S
K S
μ

=
+

 (5)  

Здесь КS - константа, равная концентрации субстрата, при которой скорость роста 
равна половине максимальной. μ0 - максимальная скорость роста, равная величине r в 
формуле (2). Уравнение (5) впервые написано крупнейшим французским биохимиком 
Жаком Моно (1912-1976). Совместно с Франсуа Жакобом им были разработаны 
представления о роли транспортной рибонуклеиновой кислоты (т-РНК) в аппарате 
размножения клетки. В развитие представлений о генных комплексах, которые были ими 
названы оперонами, Жакоб и Моно постулировали существование класса генов, которые 
регулируют функционирование других генов путем воздействия на синтез транспортной 
РНК. Такой механизм генной регуляции впоследствии полностью подтвердился для 
бактерий, обоим ученым (а также Андре Львову) была присуждена Нобелевская 
премия 1965 г. Жак Моно был также философом науки и незаурядным писателем. В 
своей знаменитой книге «Случайность и необходимость» (1971) Моно высказывает 
мысли о случайности возникновения жизни и эволюции, а также о роли человека и его 
ответственности за происходящие на Земле процессы.  

Модель Моно (5) по форме совпадает с уравнением Михаэлиса-Ментен (1913), 
которое описывает зависимость скорости ферментативной реакции от концентрации 
субстрата при условии, когда общее количество молекул фермента постоянно и 
значительно меньше количества молекул субстрата:  

( ) 0

М

SS
K S
μμ =
+

 (6)  

Здесь КМ - константа Михаэлиса, одна из важнейших для ферментативных 
реакций величина, определяемая экспериментально, имеющая смысл и размерность 
концентрации субстрата, при которой скорость реакции равна половине максимальной. 
Закон Михаэлиса-Ментен выводится на основании уравнений химической кинетики и 
описывает скорость образования продукта в соответствии со схемой:  

E + S Û [ES] Û E + P.  
Формула Михаэлиса-Ментен (6) отражает более глубокие закономерности 

кинетики ферментативных реакций, которые в свою очередь определяют 
жизнедеятельность и рост микроорганизмов, описываемые эмпирической формулой (5), 
этим и определяется сходство уравнений (5) и (6).  

 
4. Конкуренция. Отбор 
Биологические системы вступают во взаимодействие друг с другом на всех 

уровнях, будь то взаимодействие биомакромолекул в процессе биохимических реакций, 
или взаимодействие видов в популяциях. Взаимодействие может протекать в структурах, 
тогда система может быть охарактеризована определенным набором состояний, так 
происходит на уровне субклеточных, клеточных и организменных структур. Кинетика 
процессов в структурах в математических моделях как правило описывается с помощью 
систем уравнений для вероятностей состояний комплексов.  

В случае, когда взаимодействие происходит случайно, его интенсивность 
определяется концентрацией взаимодействующих компонентов и их подвижностью - 
обобщенной диффузией. Именно такие представления приняты в базовых моделях 
взаимодействия видов. Классической книгой, в которой рассматриваются математические 



5 

модели взаимодействия видов стала книга Вито Вольтерра "Математическая теория 
борьбы за существование" (1931). В ней постулированы в математической форме 
свойства биологических объектов и их взаимодействий, которые затем исследуются как 
математические объекты.  

Вито Вольтерра (1860-1940) завоевал мировую известность своими работами в 
области интегральных уравнений и функционального анализа. Кроме чистой математики 
его интересовали вопросы применения математических методов в биологии, физике, 
социальных науках. В годы службы в ВВС в Италии, он много работал над вопросами 
военной техники и технологии (задачи баллистики, бомбометания, эхолокации). В этом 
человеке сочетался талант ученого и темперамент активного политика, принципиального 
противника фашизма. Он был единственным итальянским сенатором, проголосовавшим 
против передачи власти Муссолини. Когда в годы фашистской диктатуры в Италии 
Вольтерра работал во Франции, Муссолини, желая привлечь на свою сторону всемирно 
известного ученого, предлагал ему различные высокие посты в фашистской Италии, но 
всегда получал решительный отказ. Антифашистская позиция привела Вольтерра к отказу 
от кафедры в Римском университете и от членства в итальянских научных обществах.  

Серьезно вопросами динамики популяций В. Вольтерра стал интересоваться с 1925 
г. после бесед с молодым зоологом Умберто Д’Анкона, будущим мужем его дочери, 
Луизы. Д’Анкона, изучая статистику рыбных рынков на Адриатике, установил 
любопытный факт: когда в годы первой мировой войны (и сразу вслед за ней) 
интенсивность промысла резко сократилась, то в улове увеличилась относительная доля 
хищных рыб. Такой эффект предсказывался моделью «хищник-жертва», предложенной 
Вольтерра.  

Вольтерра предположил по аналогии со статистической физикой, что 
интенсивность взаимодействия пропорциональна вероятности встречи (вероятности 
столкновения молекул), то есть произведению концентраций. Это и некоторые другие 
предположения позволили построить математическую теорию взаимодействия популяций 
одного трофического уровня (конкуренция, симбиоз) или разных трофических уровней 
(хищник - жертва, паразит - хозяин).  

Простейшая из моделей - модель отбора на основе конкурентных отношений - 
работает при рассмотрении конкурентных взаимодействий любой природы: 
биохимических соединений, различного типа оптической активности, конкурирующих 
клеток, особей, популяций. Ее модификации применяются для описания конкуренции в 
экономике. Пусть имеется два совершенно одинаковых вида с одинаковой скоростью 
размножения, которые являются антагонистами, то есть при встрече они угнетают друг 
друга. Модель их взаимодействия может быть записана в виде (Чернавский, 1984):  

;dx ax bxy
dt
dy ay bxy
dt

= −

= −
 (7)  

Согласно такой модели, симметричное состояние сосуществования обоих видов 
является неустойчивым, один из взаимодействующих видов обязательно вымрет, а другой 
размножится до бесконечности. Введение ограничения на субстрат – (типа 5) – или 
системного фактора, ограничивающего численность каждого из видов – (типа 2) – 
позволяет построить модели, в которых один из видов выживает и достигает 
определенной стабильной численности. Они описывают известный в экспериментальной 
экологии принцип конкуренции Гаузе, в соответствии с которым в каждой 
экологической нише выживает только один вид.  

В случае, когда виды обладают различной собственной скоростью роста, 
коэффициенты при автокаталитических членах в правых частях уравнений будут 
различными, а фазовый портрет системы становится несимметричным. При различных 
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соотношениях параметров в такой системе возможно как выживание одного из двух видов 
и вымирание второго (если взаимное угнетение более интенсивно, чем саморегуляция 
численности), так и сосуществование обоих видов, в случае, когда взаимное угнетение 
меньше, чем самоограничение численности каждого из видов 

 
5. Триггер Жакоба и Моно 
 
Еще одной классической бистабильной системой является модель 

альтернативного синтеза двух ферментов Жакоба и Моно. Схема синтеза приведена на 
рис. 3а. Ген-регулятор каждой системы синтезирует неактивный репрессор. Этот 
репрессор, соединяясь с продуктом противоположной системы синтеза ферментов, 
образует активный комплекс. Активный комплекс, обратимо реагируя с участком 
структурного гена - опероном, блокирует синтез mРНК. Таким образом, продукт второй 
системы Р2 является корепрессором первой системы, а Р1 - корепрессором второй. При 
этом в процессе корепрессии могут участвовать одна, две и более молекул продукта. 
Очевидно, что при таком характере взаимодействий при интенсивной работе первой 
системы вторая будет заблокирована, и наоборот. Модель такой системы предложена и 
подробно изучены Д.С. Чернавским  После соответствующих упрощений, уравнения, 
описывающие синтез продуктов Р1 и Р2 имеют вид:  

1 1
1 1

1 2

2 2
2 2

2 1

;m

m

dP A q P
dt B P
dP A q P
dt B P

= −
+

= −
+

 (8)  

Здесь P1, P2 - концентрации продуктов, величины A1, A2, B1, B2, выражаются через 
параметры своих систем. Показатель степени m показывает, сколько молекул активного 
репрессора (соединений молекул продукта с молекулами неактивного репрессора, 
который предполагается в избытке) соединяются с опероном для блокировки синтеза 
mRNK. Фазовый портрет системы, (изображение траекторий системы при разных 
начальных условиях на координатной плоскости, по осям которой отложены величины 
переменных системы), для m = 2 и определенном соотношении остальных параметров 
изображен на рис. 3б. Так же как и фазовый портрет системы двух конкурирующих видов, 
он имеет триггерный характер. Сходство свидетельствует о том, что в основе способности 
системы к переключениям лежит конкуренция видов, ферментов, состояний. Важным для 
молей клеточного цикла, дифференцировки и других является вопрос о возможном 
переключении триггера из одного в другое устойчивое стационарное состояние. Систему 
можно «перебросить» через сепаратрису двумя способами:  

• добавив достаточно большое количество вещества, которое в 
первоначальном состоянии находилось в минимуме,  

• или параметрически изменив характер фазового портрета таким образом, 
что первоначальное состояние системы становится неустойчивым (переход через 
бифуркацию седло-узел) и система приобретает лишь одно устойчивое стационарное 
состояние, которое было отделено от первоначального сепаратрисой.  

Именно такой тип регуляции предлагается в моделях клеточного цикла. Изменение 
параметров системы при этом может быть обусловлено генетической программой, 
например в случае клеточного цикла, происходить в процессе роста клетки.  
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Рис. 3. а - схема Жакоба и Моно для синтеза двух 
ферментов; б - фазовый портрет триггерной системы.  

 
6. Классические модели Лотки и Вольтерра 
 
Первое понимание, что собственные ритмы возможны в богатой энергией системе 

за счет специфики взаимодействия ее компонентов пришло после появления простейших 
нелинейных моделей взаимодействия химических веществ в уравнениях Лотки, и 
взаимодействия видов - в моделях Вольтерра. Уравнение Лотки рассмотрено им в 1925 
г. в книге «Элементы физико-химической биологии» и описывает систему следующих 
химических реакций: 

A X Y B→ ⇔ →  
В некотором объеме находится в избытке вещество A. Молекулы A с постоянной 

скоростью (константа k0) превращаются в молекулы вещества X (реакция нулевого 
порядка). Вещество X может превращаться в вещество Y, причем скорость этой реакции 
тем больше, чем больше концентрация вещества Y - реакция второго порядка. В схеме это 
отражено обратной стрелкой над символом →. Молекулы Y в свою очередь необратимо 
распадаются, в результате образуется вещество B (реакция первого порядка). Систему 
уравнений, описывающих реакцию, имеет вид:  

0 1

1 2

2

,dx k k xy
dt
dy k xy k y
dt
dB k y
dt

= −

= −

=

 (9)  

Здесь x, y, B - концентрации химических компонентов. Первые два уравнения 
системы не зависят от B, поэтому их можно рассматривать отдельно. При определенных 
значениях параметров в системе возможны 
затухающие колебания.  

Базовой моделью незатухающих 
колебаний является классическое 
уравнение Вольтерра, описывающее 
взаимодействие видов типа хищник-
жертва. Как и в моделях конкуренции (8), 
взаимодействие видов описывается в 
соответствии с принципами химической 
кинетики: скорость убыли количества 
жертв (x) и скорость прибыли количества 
хищников (y) считается 

Рис. 4. Модель химических реакций 
Лотки. Фазовый портрет системы при 

значениях параметров, соответствующих 
затухающим колебаниям.  
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пропорциональными их произведению. 
dx ax bxy
dt
dy cxy dy
dt

= −

= −
 (10) 

 
На рис. 5 представлены фазовый портрет системы, по осям которого отложены 

численности жертв (x) и хищников (y) - (а) и кинетика численности обоих видов - 
зависимость численности от времени - (б). Видно, что численности хищников и жертв 
колеблются в противофазе. Простейшая модель Вольтерра (10) имеет один 
существенный недостаток: параметры колебаний ее переменных меняются при 
флуктуациях параметров и переменных системы (негрубая система).  

 

 
Рис. 5. Модель хищник – жертва Вольтерра, описывающая незатухающие колебания 
численности: а – фазовый портрет; б – зависимость численности жертвы и хищника от 

времени 
 

7. Модели взаимодействия видов 
 
С середины 20 века в связи с развитием интереса к экологии и с быстрым 

усовершенствованием компьютеров, позволившим численно решать и исследовать 
системы нелинейных уравнений, стало развиваться направление популяционной 
динамики, посвященное выработке общих критериев с целью установить, какого вида 
модели могут описать те или иные особенности поведения численности 
взаимодействующих популяций, в частности, устойчивые колебания.  

Эти работы развивались по двум направлениям. Представители первого 
направления, описывая входящие в модельные системы функции, задают лишь 
качественные особенности этих функций, такие как положительность, монотонность, 
отношения типа больше-меньше (Колмогоров (1972), Rosenzweig (1969), Pielou (1969), 
Mac’Arthur (1971), Nisbet and Gurney (1982)).  

Примером служит работа А. Н. Колмогорова (1935, переработана в 1972), 
который рассмотрел обобщенную модель взаимодействия биологических видов типа 
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хищник-жертва или паразит-хозяин. Модель представляет собой систему двух 
уравнений общего вида  

( ) ( )

( )

1

2

dx k x x L x y
dt
dy k x y
dt

= −

=
 (11) 

В модель заложены следующие предположения:  
1. Хищники не взаимодействуют друг с другом, т.е. коэффициент размножения 

хищников k2 и число жертв L, истребляемых в единицу времени одним хищником, не 
зависит от y;  

2. Прирост числа жертв при наличии хищников равен приросту в отсутствие 
хищников минус число жертв, истребляемых хищниками. Функции k1(x), k2(x), L(x), - 
непрерывны и определены на положительной полуоси x, y;  

3. dk1 / dx < 0. Это означает, что коэффициент размножения жертв в 
отсутствие хищника монотонно убывает с возрастанием численности жертв, что отражает 
ограниченность пищевых и иных ресурсов;  

4. dk2 / dx > 0, k2(0) < 0 < k2(0). С ростом численности жертв коэффициент 
размножения хищников монотонно убывает с возрастанием численности жертв, переходя 
от отрицательных значений, (когда нечего есть) к положительным;  

5. Число жертв, истребляемых одним хищником в единицу времени L(x) > 0 
при N > 0; L(0) = 0.  

Исследование модели (11) и ее частных случаев, например, модели Rosenzweig 
(1965,1969), привело к выводу о том, что регулярные колебания в системе имеют место, 
если численность хищника ограничивается наличием жертвы. Если численность жертвы 
ограничивается количеством необходимых ей ресурсов, или численность хищника 
ограничивается не количеством жертвы, а другим фактором, это приводит к затухающим 
колебаниям. К затуханию колебаний приводит также наличие убежищ для жертв, которые 
делают их недоступными для хищников. Амплитуда колебаний будет возрастать, и это 
приведет в конце концов к вымиранию одного или обоих видов, если хищник может 
прокормиться при такой плотности популяции жертв, которая значительно ниже 
допустимой емкости среды (которая следует из логистического уравнения).  

Модификация модели Вольтерра с учетом ограниченности субстрата в форме 
Моно (уравнение 5) и учет самоограничения численности (как в уравнении 2) приводит к 
модели, изученной А.Д. Базыкиным в книге «Биофизика взаимодействующих 
популяций» (1985).  

2

2

1

1

dx BxyAx Ex
dt px
dy DxyCy My
dt px

= − −
+

= − + −
+

 (12) 

Система (12) объединяет свойства базовых уравнений (1, 2, 5, 10). При малых 
численностях и в отсутствие хищника жертва (x) будет размножаться по 
экспоненциальному закону (1); хищники (y) в отсутствие жертв будут вымирать также по 
экспоненте; если особей того или иного вида много, в соответствии с базовой моделью (2) 
срабатывает системный ферхюльстовский фактор (член -Ex2 в первом уравнении, и -My2 - 
во втором). Интенсивность взаимодействия видов считается пропорциональной 
произведению их численностей (как в модели (10)) и описывается в форме Моно (модель 
5), роль субстрата играет вид-жертва, а роль микроорганизмов - вид-хищник. 
Параметрическое пространство модели (12) разделено на ряд областей с разным 
характером фазового портрета, с ее помощью, можно описать сложные типы поведения 
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взаимодействующих видов: наличие двух устойчивых стационарных состояний, 
затухающие колебания численностей, автоколебания и проч. Теоретический анализ 
моделей взаимодействий видов дан в книге А. Д. Базыкина "Биофизика 
взаимодействующих популяций", а также в книгах Свирежева, Логофета (1978), 
Заславского, Полуэктова (1988) и др.  

Использование компьютерной техники позволило применить результаты, 
полученные на моделях типа (11-12) к конкретным популяциям, в частности, к задачам 
оптимального промысла и разработке биологических методов борьбы с насекомыми - 
вредителями. Особый интерес для практики представляет выработка критериев близости 
системы к опасным границам, при переходе через которые система перестает 
существовать или переходит в качественно иное состояние. При этом характер динамики 
популяции резко меняется, например, популяция переходит от монотонного роста к 
резким колебаниям численности, или просто вымирает. Такие границы называются 
бифуркационными. Исследование свойств моделей показывает, что одним из признаком 
близости к опасной границе является очень медленное восстановление численности после 
воздействия неблагоприятного фактора. Индикатором опасности служит также изменение 
формы колебаний численностей хищника и жертвы. Если из близких к гармоническим 
колебания становятся релаксационными, то есть характерные времена изменения 
численности видов начинают сильно различаться, причем амплитуда колебаний со 
временем нарастает, это может привести к потере устойчивости системы и вымиранию 
одного или обоих видов.  

 
8. Модели ферментативного катализа 
 
Ферменты представляют собой высокоспециализированные белковые 

катализаторы, ускоряющие течение биохимических реакций в сотни тысяч, миллионы раз. 
Любое ферментативное превращение начинается со связывания молекул субстратов с 
активным центром фермента и завершается разрывом этих связей. Гипотеза об 
образовании лабильного субстрат-ферментного комплекса была впервые высказана 
в 1902 г. Брауном и Анри. Пытаясь дать количественное толкование явлению насыщения 
амилазных реакций субстратами Анри в 1904 г. допустил, что реакция образования 
фермент-субстратного комплекса находится в равновесии и вывел уравнение начальной 
скорости реакции 

( ) 0

M

SS
K S
μμ =
+

 

К этому же уравнению пришли в 1914 г. Михаэлис и Метен, а позднее в 1925 г. 
Бриггс и Холдейн, которые получили аналогичное выражение в предположении 
квазистационарности реакции образования фермент-субстратного комплекса. В 1943 г. 
Чанс экспериментально подтвердил образование такого комплекса 
спектрофотометрическим методом и проследил за изменением его концентрации в ходе 
реакции, катализируемой гемосодержащим ферментом пероксидазой. В 1930 г. Холдейн 
распространил теоретические представления о фермент-субстратном комплексе на случай 
двусубстратных и обратимых реакций и постулировал существование различных 
фермент-субстратных, фермент-продуктных и фермент-ингибиторных промежуточных 
комплексов. В настоящее время множество таких комплексов экспериментально изучено.  

Учет наличия ингибиторов в системе, в частности в случае, когда в качестве 
ингибитора выступают молекулы субстрата, образующие как активные, так и неактивные 
комплексы с субстратом, приводит к более сложным нелинейным выражениям для 
скорости реакции: 

2
M s

ksv
K s s K

=
+ +
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Наличие такого типа нелинейности обусловливает важные свойства 
ферментативных систем:  

• множественность стационарных состояний;  
• колебательный характер изменения переменных;  
• квазистохастические режимы.  
 
 
9. Модель проточной культуры микроорганизмов 
 
Микробиологические популяции являются хорошим экспериментальным объектом 

для проверки идей и результатов как экологических, так и эволюционных теорий. В 
большинстве своем микроорганизмы - одноклеточные организмы, они имеют высокое 
отношение поверхности к объему и поэтому высокие интенсивности обмена с 
окружающей средой, высокие скорости размножения, большой прирост биомассы. Для 
математического описания микробных популяций обычно используют аппарат 
обыкновенных дифференциальных уравнений. В отношении микробиологических систем 
такое описание гораздо более обосновано, чем применительно к наземным и водным 
высшим организмам. В лабораторных исследованиях, in vitro работают с количеством 
особей порядка 1010 и выше. В большом промышленном ферментере могут одновременно 
жить 1016 - 1017 дрожжевых клеток. Отклонение численности от средних значений, 
вызванное случайными обстоятельствами, пропорционально 1/N1/2, где N - численность 
популяции. Таким образом, для многочисленных популяций можно строить модель в 
терминах средних численностей, или концентраций. Второй фактор - относительная 
однородность культуры микроорганизмов в объеме культиватора. Это позволяет 
пренебречь пространственными эффектами.  

В микробиологии общепринят эмпирический подход к построению моделей. Из 
всех факторов, влияющих на рост клетки, выбирают лимитирующий, и опытным путем 
находят зависимость скорости роста от его концентрации. В общем виде кинетика 
концентрации клеток в непрерывной культуре описывается уравнением:  

( )dx x m n
dt

= −  (13) 

Здесь x – концентрация клеток в культиваторе; m - функция, описывающая 
размножение популяции. Она может зависеть от концентрации клеток x, концентрации 
субстрата (обычно обозначается S), температуры, рН среды и прочих факторов; n - 
скорость вымывания.  

Для поддержания культуры в области нелимитированного роста требуются 
внешние регуляторы. В случае лимитирования роста внешним фактором, например, 
недостатком субстрата, стационарный режим работы культиватора устанавливается путем 
саморегуляции. Это имеет место в природных проточных системах и в наиболее 
распространенном типе непрерывных культиваторов - хемостате, где задается скорость 
разбавления культуры, или скорость протока. Теория хемостата - впервые была 
разработана Моно (1950) и Гербертом (1956) и с той поры постоянно совершенствуется. 
В современных моделях учитывается структурная неоднородность биомассы, возрастная 
неоднородность культуры и другие детали культивирования.  

При непрерывном перемешивании можно считать весь объем культиватора 
однородно заполненным, концентрации субстрата и клеток в каждой точке культиватора 
одинаковыми, и описывать поведение этих концентраций во времени с помощью системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений:  
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m

M
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μ

αμ
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= −

= − −

=
+

 (14) 

Здесь S - концентрация субстрата; x - концентрация клеток в культиваторе; S0 -
концентрация субстрата, поступившего в культиватор; D - скорость протока (разбавления) 
культуры; α-1 - «экономический коэффициент», показывающий, какая часть поглощенного 
субстрата идет на приращение биомассы. Смысл членов, входящих в правые части 
уравнений : μ(S)x - прирост биомассы за счет поглощения субстрата; -Dx - отток 
биомассы из культиватора; -αμ(S)x - количество субстрата, поглощенного клетками 
культуры; DS0 - приток субстрата в культиватор; -DS - отток неиспользованного субстрата 
из культиватора. Скорость роста биомассы предполагается зависящей только от 
концентрации субстрата в соответствии с формулой Моно (5).  

Рассмотренная модель является упрощенной и для описания реальных процессов 
требует дополнений. Например, при больших концентрациях субстрат может оказывать 
ингибирующее действие, и тогда формулу для скорости роста следует записывать в виде:  

(15) 

В системе, где существует такая зависимость скорости роста от субстрата, 
возможны триггерные режимы - наличие двух устойчивых стационарных состояний 
и зависимость стационарных значений концентраций субстрата и биомассы от 
начальных условий (от величины затравки и начальной концентрации биомассы).  

На скорость роста биомассы может оказывать влияние концентрация продуктов 
метаболизма в среде, окружающей клетку. Тогда к двум уравнениям, описывающим 
динамику концентрации биомассы и субстрата в непрерывном процессе культивирования 
следует добавить третье уравнение, выражающее динамику концентрации продуктов 
метаболизма  

(16) 

Формула (16) известна как формула Моно-Иерусалимского.  
В биотехнологии для расчета оптимальных режимов культивирования 

применяются формулы, принимающие в расчет и другие особенности как метаболизма 
самих микроорганизмов, так и условий их выращивания 

 
Литература 
 
1. http://www.dmb.biophys.msu.ru 
2. Рубин А.Б. Биофизика в 2-х тт. М.,1999,2002. 
3. Ризниченко Г.Ю., Рубин А.Б. Математические модели биологических 

продукционных процессов 301 C. М., 1993.  
4. Учебное пособие по математическому моделированию сложных биологических 

систем. Рассмотрены основные принципы моделирования продукционных 
процессов, классификация моделей, вопросы устойчивости и управления. 
Последовательно изложены модели роста и развития отдельной популяции, 
модели взаимодействия двух и нескольких популяций, продукционные 



13 

процессы в водных системах и в микробных сообществах, модели 
продукционного процесса растений. 

5. Абросов Н.С., Ковров Б.Г. Анализ видовой структуры трофического уровня 
одноклеточных Новосибирск: Наука. 1977. – 187 с.  

6. Базыкин А.Д., Березовская Ф.С., Буриев Т.И. Динамика системы хищник-
жертва с учетом насыщения и конкуренции Факторы разнообразия в 
математической экологии и популяционной генетике. Пущино, 1980, 6-33  

7. Базыкин А.Д. Математическая биофизика взаимодействующих популяций М., 
1985.  

8. Дегерменджи А.Г. Механизмы и критерий сосуществования 
взаимодействующих микробных популяций в проточных системах (гомогенных 
и пространственно разделенных) Экологический прогноз. М.: Изд-во Моск. ун-
та. 1986. – С.57 – 69.  

9. Дегерменджи А.Г. Смешанные проточные культуры микроорганизмов 
Новосибирск: Наука. 1981. – 106 с.  

10. Печуркин Н.С. Популяционная микробиология Наука, Новосибирск, 1978 

 


