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ЛЕКЦИЯ №3 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
 

Рассмотрим проблемы математического моделирования как триады "модель - 
алгоритм - программа". Под моделью при этом понимается "эквивалент" объекта, 
отражающий в математической форме важнейшие его свойства - законы, которым он 
подчиняется, связи, присущие составляющим его частям, и т.д. Выбор вычислительных 
алгоритмов - следующий этап, а разработка программ, переводящих модель и алгоритм 
"на понятный компьютеру язык", завершает создание рабочего инструмента 
исследователя. Готовая триада тестируется в "пробных" экспериментах. На этом этапе 
посредством цепочки усложнений (иерархии все более полных моделей) обеспечивается 
ее адекватность. После этого можно переходить к "опытам", дающим "все требуемые 
качественные и количественные свойства и характеристики объекта".  

Построение моделей представляет собой "применение фундаментальных законов 
природы, вариационных принципов, аналогий, иерархических цепочек", а процесс 
построения модели включает в себя следующие этапы [11]:  

1. "Cловесно-смысловое описание объекта или явления" ("формулировка 
предмодели");  

2. "Завершение идеализации объекта" и упрощение описания;  
3. Переход "к выбору или формулировке закона (вариационного принципа, аналогии 

и т.п.)" и его записи в математической форме;  
4. "Завершает формулировку модели ее "оснащение" " (задание начального состояния 

и параметров объекта). Этот этап особенно важен, поскольку: "И, наконец, 
формулируется цель исследования модели (найти закон преломления света, 
достичь понимания закономерностей изменения популяции, определить 
требования к конструкции ракеты, запускающей спутник, и т.д.)";  

5. Модель изучается всеми доступными методами (в том числе с применением 
различных подходов и 
вычислительных методов);  

6. В результате исследования 
модели достигается 
поставленная цель. При этом 
"должна быть установлена 
всеми возможными способами 
(сравнением с практикой, 
сопоставлением с другими 
подходами) ее адекватность - 
соответствие объекту и 
сформулированным 
предположениям". 
Последовательность этапов 
моделирования, 
соответствующая этому 
разбиению, представлена нами 
на рис. 1.  

 
Основные тенденции в 

развитии математического 
(компьютерного) моделирования в 
последние годы связываются не 
столько с решением "микро" проблем, 

 
Рис.1.  
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таких как представленное выше соотношение "модель-алгоритм-программа". Акценты 
моделирования все более смещаются к "макро-проблемам". Действительно, аппаратно-
программные средства решения микро-проблем за последнее время практически 
перестали ограничивать возможности моделирования даже в самых крупных проектах. Во 
всем мире наряду с базовыми языками программирования для моделирования широко 
используются десятки специализированных языков и коммерчески доступных систем 
моделирования, а возможности сетевого общения открывают доступ к самым 
современным методологиям и идеям [3, 5].  

Другое дело, что в некоторых "продвинутых" задачах время от времени может 
возникать свой круг алгоритмических и программных проблем, связанных с 
особенностями задачи (например, "уникальной" сложностью вроде задач метеорологии 
или плазменной динамики, где принципиальную роль играет неустойчивость процессов). 
В середине 1990-х гг., когда физики заинтересовались биологическими моделями 
эволюции, им пришлось столкнуться с описанием размножающегося "вида" животного 
мира, который в максимуме развития включал сотни тысяч особей [20,21]. Возникшие 
микро-проблемы моделирования пришлось решать, что и было сделано в рамках 
языковых средств С++.  

Обычно же вместо микро-задач моделирования на первое место выходят макро-
задачи. В качестве характерного примера современной задачи, в которой используется 
моделирование, можно взять информационно-технологическую систему RPMS (Refinery 
@ Petrochenmical Modeling System) для нефтегазовых комплексов [22]. Ее основная цель - 
интеграция частных задач вертикально-интегрированных нефтяных компаний с целью 
получения адекватных (т.е. обоснованных и реализуемых) управленческих решений. В 
соответствии с этим основная макро-задача моделирования состоит в интеграции частных 
моделей в целостную моделирующую структуру. Наряду с привычными 
"академическими" моделями, такими как гидродинамические модели оценки нефтяных 
месторождений или оптимизационные модели их обустройства, система включает 
финансово-экономическое моделирование (cash-flow анализ), логистические модели 
материальных потоков и т.п..  

Аналогичные макро-задачи характерны и для других современных применений [19, 
23, 24, 25]. Можно сказать, что за последние годы произошел кардинальный перелом в 
понимании требований, предъявляемых к математической модели. Модель нужна не 
только и не столько для того, чтобы "найти закон преломления света, достичь понимания 
закономерностей изменения популяции, определить требования к конструкции ракеты, 
запускающей спутник, и т.д." [11]. Теперь модель рассматривается как элемент целостной 
постановки задачи управления и все в большей степени становится информационно-
технологическим инструментом ее решения.  

Современные тенденции в математическом моделировании можно сравнить с 
традиционной "академической" схемой [11]. Суть происходящих изменений состоит в 
том, что дополнительно к стандартным этапам (рис. 1), в практике информационно-
технологического управления неизбежно добавляются два "обрамляющих" этапа.  

Открывающий этап - "анализ пространства задачи", т.е. рассмотрение того, что 
требуется и что может быть получено от создаваемой модели. На этом этапе прежде всего 
выясняется желательный или необходимый тип модели - (феноменологическая или 
системная; о виртуальных моделях пока говорится чрезвычайно редко). Здесь же 
уточняется не очень акцентированный в академических постановках задач пункт - выбор 
вектора состояния, описывающего проблемную ситуацию. С этим связывается, в 
частности, ожидаемая детальность получаемых описаний, точность анализа возможных 
проблемных ситуаций и форма модельно-обоснованных предсказаний и рекомендаций. 
Вообще говоря, на этом этапе может быть принято решение и о том, что создание 
количественной модели не требуется (или невозможно).  
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Особый вопрос на этом этапе состоит в выборе языка описания "предмодели" - 
переводе специфической дисциплинарной терминологии на язык переменных состояния 
[26, 27]. Так, в частности, обстоит дело с "переводом" на язык моделей анамнестически-
синдромального мышления врача при моделировании биомедицинских задач (например, 
острых отравлений с возможным летальным исходом [28]).  

Другой "дополнительный" этап - замыкающий. Если в академической постановке 
моделирование заканчивается вычислительным экспериментом, дающим "все требуемые 
качественные и количественные свойства и характеристики объекта", то в практике 
моделирования этого явно 
недостаточно.  

Одна из основных проблем 
этого этапа - представление 
результатов моделирования 
заказчику. В реальных задачах это 
означает кропотливую работу по 
сбору и обработке выходных 
данных, их анализ и 
документирование. В любом случае 
требуется "обратный перевод" с 
языка моделирования на 
дисциплинарные языки, причем в 
более сложных случаях речь может 
идти о разработке специального 
пользовательского интерфейса. 
Если эти вопросы не были 
рассмотрены на открывающем 
этапе, их приходится поднимать 
заново.  
   Некоторые авторы склонны 
считать важной задачей 
заключительного этапа модельно-
обоснованных исследований и 
работу по пропаганде и 
распространению своих 
достижений. Действительно, 
моделирование сложных систем 
обходится дорого, так что созданная 
модель достойна того, чтобы о ней 
знали и ее использовали другие 
исследователи [5].  

Ясно, что появление 
дополнительных этапов приводит к 
изменению и "основных" этапов 
[11], рассмотренных нами выше. 
Теперь пункт 4, на котором "формулируется цель исследования модели (найти закон 
преломления света, достичь понимания закономерностей изменения популяции, 
определить требования к конструкции ракеты, запускающей спутник, и т.д.)" стал 
лишним. Все проблемы, связанные с постановкой задачи и целями исследования 
решаются в задачах управления не в процессе моделирования объекта, а до его начала.  

 
Рис.2.  
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Типы математических моделей, используемых в задачах управления 

 
   В современной теории управления создаются и применяются математические 

модели двух основных типов (хотя в различных разделах теории эти типы и определяются 
по-разному).  

Для технологических объектов это деление соответствует "феноменологическим" и 
"дедуктивным" моделям [18]. Под феноменологическими моделями понимаются 
преимущественно эмпирически восстанавливаемые входо-выходные зависимости, как 
правило, с небольшим числом входов и выходов. Дедуктивное моделирование 
предполагает выяснение и описание основных физических закономерностей 
функционирования всех узлов исследуемого процесса и механизмов их взаимодействия. 
Дедуктивные модели намного богаче, они описывают процесс в целом, а не отдельные его 
режимы.  

Для биомедицинских объектов определение этих типов было дано американскими 
журналами "American Journal of Physiology" и "Journal of Applied Physiology", создавшими 
еще в 1984 г. объединенный Форум методологии моделирования, и давшими единую 
классификацию моделей для всех специализированных журналов Американского 
физиологического общества [40].  

Первый тип моделей - аналитические модели (или, точнее говоря, модели данных). 
"Модели данных - это модели, которые не требуют, не используют и не отображают 
каких-либо гипотез о физических процессах (системах), в которых эти данные получены". 
Второй тип моделей - системные модели (или модели систем). Это математические 
модели, которые "строятся в основном на базе физических законов и гипотез о том, как 
система структурирована и, возможно, о том, как она функционирует" [40].  

В классическом понимании к моделям данных (аналитическим моделям) относятся 
все модели математической статистики. В последнее время характерные макро-изменения 
наблюдаются и для этих моделей. Связь с "внешним миром" проникает в эту сферу 
моделирования как экспертно-статистические методы и системы [41], что существенно 
расширяет методологическую базу для принятия решений в задачах анализа данных и 
управления.  

Однако именно системные модели допускают возможность работы в технологиях 
виртуального моделирования - в разнообразных системах реального времени 
(операторские, инженерные, биомедицинские интерфейсы, разнообразные системы 
диагностики и тестирования и т.д. [19]). Можно ожидать поэтому, что именно системные 
модели составят ядро современного этапа в развитии математического моделирования, 
хотя в настоящее время во многих "квази-виртуальных" применениях (например, в 
медицине [34, 42]) используются и типичные феноменологические модели и модели 
данных, в чем-то стыкующиеся с "базами знаний" современного искусственного 
интеллекта [43].  

Вообще говоря, каждый из двух рассмотренных выше типов моделей имеет свои 
традиционные области применения. В практике управления отдельными 
технологическими процессами широко используются феноменологические модели. 
Простые по структуре, такие модели (обычно при числе переменных менее 10) достаточно 
хорошо отражают истинное поведение объекта в окрестности отдельных "режимов 
работы". В задачах управления, где цель управления часто состоит в компенсации 
возмущающих воздействий, уводящих процесс от желаемой рабочей точки, это вполне 
допустимо [19].  

Во многих других задачах принципиально применимы только системные модели. В 
статьях [19, 36] различные способы использования модели объекта в задачах управления 
технологическими процессами с точки зрения способа обработки информации, 
содержащейся в модели, рассмотрены подробно.  
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Но новом этапе цели математического моделирования связаны в первую очередь с 
желанием усовершенствовать процесс извлечения информации о механизмах старения и 
защитных механизмах у экспериментальных животных на основе реальных наблюдаемых 
в эксперименте данных. Математические модели позволяют выдвигать биологически 
обоснованные и формально корректные гипотезы о таких механизмах и тестировать их. 
Поэтому не удивительно, что в последнее время практически все ведущие 
экспериментальные команды в мире, ведущие исследования механизмов старения на 
популяциях насекомых, включили в свой состав специалистов по моделированию.  

Общая цель этих работ, хотя и слабо формализованная, состоит в кардинальном 
изменении роли моделирования в экспериментальном исследовании живых систем. 
Вместо традиционного анализа "общих тенденций" и воспроизведения в модели средне-
абстрактного объекта (организма или популяции), практика моделирования биосистем 
неуклонно движется к он-лайновому включению модели в сам процесс 
экспериментальных исследований. Результаты модельного исследования i-го 
эксперимента должны стать исходными позициями для постановки (i+1)-го. Можно даже 
сказать, рискуя вызвать справедливый гнев биологов-экспериментаторов, что сами 
экспериментальные исследования становятся средством верификация математической 
модели. Трудно ожидать, что в ближайшее время этот процесс завершится. Но сама цель 
становится все более очевидной.  

Характерным примером такого взаимодействия могло бы стать наше 
"компьютерное повторение" классических экспериментов Майнарда Смита, не будь оно 
проведено сорок лет спустя после самих экспериментов. Мы смогли в рамках единой 
модели (гомеостатическая модель старения) объединить две ранних теории старения, 
Теорию темпа жизни и Пороговую теорию [55, 56].  

Технологически адекватным способом самого моделирования все в большей мере 
становится один из инструментов системы Matlab, а именно Simulink.  

 
СПЕЦИФИКА МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ЖИВЫХ СИСТЕМ 

 
Несмотря на разнообразие живых систем, все они обладают следующими 

специфическими чертами, которые необходимо учитывать при построении моделей.  
1. Сложные системы. Все биологические системы являются сложными 

многокомпонентными, пространственно структурированными, элементы которых 
обладают индивидуальностью. При моделировании таких систем возможно два подхода. 
Первый - агрегированный, феноменологический. В соответствии с этим подходом 
выделяются определяющие характеристики системы (например, общая численность 
видов) и рассматриваются качественные свойства поведения этих величин во времени 
(устойчивость стационарного состояния, наличие колебаний, существование 
пространственной неоднородности). Такой подход является исторически наиболее 
древним и свойственен динамической теории популяций. Другой подход - подробное 
рассмотрение элементов системы и их взаимодействий, построение имитационной 
модели, параметры которой имеют ясный физический и биологический смысл. Такая 
модель не допускает аналитического исследования, но при хорошей экспериментальной 
изученности фрагментов системы может дать количественный прогноз ее поведения при 
различных внешних воздействиях.  

2. Размножающиеся системы (способные к авторепродукции). Это 
важнейшее свойство живых систем определяет их способность перерабатывать 
неорганическое и органическое вещество для биосинтеза биологических макромолекул, 
клеток, организмов. В феноменологических моделях это свойство выражается в наличии в 
уравнениях автокаталитических членов, определяющих возможность роста (в 
нелимитированных условиях - экспоненциального), возможность неустойчивости 
стационарного состояния в локальных системах (необходимое условие возникновения 
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колебательных и квазистохастических режимов) и неустойчивости гомогенного 
стационарного состояния в пространственно распределенных системах (условие 
неоднородных в пространстве распределений и автоволновых режимов). Важную роль в 
развитии сложных пространственно-временных режимов играют процессы 
взаимодействия компонентов (биохимические реакции) и процессы переноса, как 
хаотического (диффузия), так и связанного с направлением внешних сил (гравитация, 
электромагнитные поля) или с адаптивными функциями живых организмов (например, 
движение цитоплазмы в клетках под действием микрофиламентов).  

3. Открытые системы, постоянно пропускающие через себя потоки вещества 
и энергии. Биологические системы далеки от термодинамического равновесия, и потому 
описываются нелинейными уравнениями. Линейные соотношения Онзагера, 
связывающие силы и потоки, справедливы только вблизи термодинамического 
равновесия.  

4. Биологические объекты имеют сложную многоуровневую систему 
регуляции. В биохимической кинетике это выражается в наличии в схемах петель 
обратной связи, как положительной, так и отрицательной. В уравнениях локальных 
взаимодействий обратные связи описываются нелинейными функциями, характер 
которых определяет возможность возникновения и свойства сложных кинетических 
режимов, в том числе колебательных и квазистохастических. Такого типа 
нелинейности при учете пространственного распределения и процессов переноса 
обусловливают паттерны стационарных структур (пятна различной формы, 
периодические диссипативные структуры) и типы автоволнового поведения 
(движущиеся фронты, бегущие волны, ведущие центры, спиральные волны и др.)  

5. Живые системы имеют сложную пространственную структуру. Живая 
клетка и содержащиеся в ней органеллы имеют мембраны, любой живой организм 
содержит огромное количество мембран, общая площадь которых составляет десятки 
гектаров. Естественно, что среду внутри живых систем нельзя рассматривать как 
гомогенную. Само возникновение такой пространственной структуры и законы ее 
формирования представляет одну из задач теоретической биологии. Один из подходов 
решения такой задачи - математическая теория морфогенеза (см. подробнее Модели 
морфогенеза). Мембраны, не только выделяют различные реакционные объемы живых 
клеток, отделяют живое от неживого (среды). Они играют ключевую роль в метаболизме, 
селективно пропуская потоки неорганических ионов и органических молекул. В 
мембранах хлоропластов осуществляются первичные процессы фотосинтеза - запасание 
энергии света в виде энергии высокоэнергетических химических соединений, 
используемых в дальнейшем для синтеза органического вещества и других 
внутриклеточных процессов. В мембранах митохондрий сосредоточены ключевые стадии 
процесса дыхания, мембраны нервных клеток определяют их способность к нервной 
проводимости. Математические модели процессов в биологических мембранах 
составляют существенную часть математической биофизики. Существующие модели в 
основном представляют собой системы дифференциальных уравнений. Однако очевидно, 
что непрерывные модели не способны описать в деталях процессы, происходящие в столь 
индивидуальных и структурированных сложных системах, каковыми являются живые 
системы. В связи с развитием вычислительных, графических и интеллектуальных 
возможностей компьютеров, все большую роль в математической биофизике играют 
имитационные модели, построенные на основе дискретной математики, в том числе 
модели клеточных автоматов.  

6. Имитационные модели конкретных сложных живых систем, как правило, 
максимально учитывают имеющуюся информацию об объекте. Имитационные модели 
применяются для описания объектов различного уровня организации живой материи - от 
биомакромолекул до моделей биогеоценозов. В последнем случае модели должны 
включать блоки, описывающие как живые, так и 'косные' компоненты. Классическим 



 7

примером имитационных моделей являются модели молекулярной динамики, в которых 
задаются координаты и импульсы всех атомов, составляющих биомакромолекулу и 
законы их взаимодействия. Вычисляемая на компьютере картина «жизни» системы 
позволяет проследить, как физические законы проявляются в функционировании 
простейших биологических объектов - биомакромолекул и их окружения. Сходные 
модели, в которых элементами (кирпичиками) уже являются не атомы, а группы атомов, 
используются в современной технике компьютерного конструирования 
биотехнологических катализаторов и лекарственных препаратов, действующих на 
определенные активные группы мембран микроорганизмов, вирусов, или выполняющих 
другие направленные действия. Имитационные модели созданы для описания 
физиологических процессов. происходящих в жизненно важных органах: нервном 
волокне, сердце, мозге, желудочно-кишечном тракте, кровеносном русле. На них 
проигрываются «сценарии» процессов, протекающих в норме и при различных 
патологиях, исследуется влияние на процессы различных внешних воздействий, в том 
числе лекарственных препаратов. Имитационные модели широко используются для 
описания продукционного процесса растений и применяются для разработки 
оптимального режима выращивания растений с целью получения максимального урожая, 
или получения наиболее равномерно распределенного во времени созревания плодов. 
Особенно важны такие разработки для дорогостоящего и энергоемкого тепличного 
хозяйства.  

 
Математическое моделирование в современной биомедицине и экологии 

 
В биологии и физиологии человека выделяют три основных направления, в 

которых применяют математические методы исследования: 
*  физиологические исследования, в частности моделирование физиологических 
ритмов; 
*  анализ биосистем; 
* генетические исследования, в частности, память генома, обмен информацией 
биосистем на молекулярном уровне. 

С точки зрения физико-математической интерпретации биосистем, как объекта 
исследования, выделяют два подхода: полевой и физиологический. 

Физиологический подход дает более точную на сегодняшний день картину, 
используя аппарат прикладных технических дисциплин: теории автоматического 
регулирования, систем автоматического управления, теории управления и др. 

Суть оформившегося в последнее время полевого подхода состоит в следующем. 
Любой объект исследования - в живом или неживом мире - характеризуется 
геометрической формой, топологией и «рабочими» физическими полями. При этом 
обобщенная форма-топология Ф является либо неизменной в течение длительного 

периода времени ∂ ∂
Ф

t = 0 , и тогда говорят о ее постоянстве, либо изменяющейся, 

причем таким образом, что ∂
∂

∂
∂

Ф
t

П
t≈ , где П - основная (обобщенная) 

характеристика физического поля в объекте. В последнем случае форма-топология 
объекта при исследовании квантуется (дискретизируется) во времени протекания 
процесса. 

При исследовании объектов наиболее часто решается одна из двух задач: прямая - 
многовариантный анализ, и обратная - параметрический синтез. В первом случае 
рассчитываются характеристики Х объекта при различных пробных или непрерывных 
изменениях формы-топологии и поля: 

X dФ
dt

dП
dt Ф П= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟η ; ; ; ,

0 0
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где Ф0, П0 - отсчетные или начальные форма-топология и поле.  
При параметрическом синтезе решается задача нахождения формы-топологии и 

функции П(Ф)  при изменении Х: 

( ) ( )( )Ф П Ф dX
dt П Х Х Ф П, ; ; ; ; .= =−η 1

0 0 0  

При техническом проектировании объекта, как правило, задача синтеза является 
трудоемкой и заменяется комбинированной задачей просчета значений характеристики Х 
для реального диапазона изменения Ф и П с последующей оптимизацией найденной 
целевой функции η и определением Фопт и П(Фопт). 

Геометрические (топологические) характеристики и характеристики физического 
поля функционально взаимосвязаны, причем неучет одной из этих характеристик или 
использование достаточно грубой аппроксимации (обычно аппроксимируют 
геометрические характеристики) приводит к резкому снижению точности расчета. 
Физико-топологическое моделирование предшествует этапу математического 
моделирования. Таким образом, математическая модель формируется как формульное 
описание топологических и физических характеристик в их взаимосвязи, подготовленное 
к аналитическому и/или численному решению с получением числовых результатов. 

В решении полевых задач для биообъектов, в особенности - высших организмов, 
основную сложность составляют нелинейность волновых процессов передачи 
биоинформационных (управляющих) сигналов, многослойность и топологическая 
многосвязность биоткани, сложный и быстротекущий характер динамических процессов. 
Необходимо представить описание процессов и связей в тонкой полевой структуре 
биообъекта таким образом, чтобы не скрыть сущность явлений за математической 
абстракцией понятий. Далее, любые поля можно разделить на вихревые и потенциальные. 
Первые характеризуют процессы в объекте, отличающиеся динамизмом, выраженной 
нелинейностью, сложной соподчиненностью с функциями объекта. Потенциальные поля 
(электрическое поле тока, электро- и магнитостатическое, тепловое стационарное, 
гравитационное, поле потока жидкости - биоткани, поле упругости и др.) играют 
достаточно значимую роль в процессах внутриобъектного биоэнегоинформационного 
обмена, в лечебном воздействии. Кроме того, любое потенциальное поле в своей природе 
после своего формирования стремится к устойчивому состоянию, стабильным 
энергетическим характеристикам, что выражается в упрощении геометрии линий поля - 
спрямлении линий равного потенциала и силовых линий. В эволюционной биологии 
имеется масса примеров когда реализуется эта тенденция потенциальных полей: в системе 
кровообращения, органах дыхания и интегральных физиологических характеристиках 
биообъектов. 

Математические модели для временной оценки поведения физиологических 
систем записываются в виде дифференциальных уравнений 

( )dx
dt

f x= , (1) 

дающих экспоненциальное решение: экспоненциальный рост и спад: 1-е-αt при α<0 и е-αt 
при α>0, соответственно. 

Однако, такое аналитическое решение невозможно для нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих реальные биологические системы. Их 
численное решение обычно дает приближение не выше 1-го порядка. При этом 
стационарное состояние физиологической системы отражается решение уравнения (1) 
при f(x)=0. 

Для описания биологических автоколебаний, восстанавливающихся (к 
стационарным) после возмущения колебательной физиологической системы, 
используются колебания в форме устойчивых предельных циклов (дифференциальные 
уравнения с двумя переменными - решения Пуанкаре). Здесь используются понятия 
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предельного цикла и фазовой плоскости, т.е. присутствует локальная и структурная 
устойчивость. Далее следует хаос, т.е. состояние системы, характеризующееся 
следующими особенностями: 1) для определенных значений параметров большинство 
начальных условий приводят к апериодичности; 2) динамика системы значительно 
«расходится» для максимально близких друг к другу условий. Это явление можно 
сравнить с физической цепной реакцией. Математически хаос (графики процессов 
которого имеют колоколообразный вид) описывается квадратичными функциями и 
дифференциальными уравнениями Лоренца. 

Модели генерации физиологических ритмов подразделяются на пейсмекерные и 
центрального типа. Обе модели используют отрицательную обратную связь. 

Пейсмекерные колебания могут задаваться одиночной или резонансно-связанной 
группой клеток. Следствием воздействия пейсмекеров является сердечная ритмика, 
колебательные процессы мышц, нейронов, гормональных систем и др. Наиболее 
адекватные пейсмекерные модели использую нелинейные дифференциальные уравнения 
при точном учете большой группы начальных условий. Пример: модель Ходжкина-
Хаксли.  

В моделях центрального типа исследуется ритм, задаваемый центральной 
нервной системой и поддерживаемый в организме вне зависимости к иным возбуждениям 
(сенсорным, рефлекторно-периферическим). Они используют два основных механизма: 
взаимное и последовательное ингибирование (торможение, угнетание активности). 
Конкретный вид модели определяется типом базового ингибирования и учетом 
отрицательной обратной связи. Математически эти модели основываются на 
бифуркационных уравнениях. Пример: модель для дыхания Чейна-Стокса. 

Исследование условий возникновения и исчезновения биоритмов на 
математических моделях использует теорию колебаний, теорию устойчивости, 
радиотехнику, отсюда понятия: автогенерация, медленные колебания, подпороговые 
колебания, мягкое и жесткое возбуждение. 

Моделирование возмущения биологических осцилляторов одиночным стимулом 
- дыхательных и сердечных ритмов - использует в основе релаксационные модели 
описания фазовых сдвигов в автоколебательных системах. Аналогично для 
периодической стимуляции биологических осцилляторов: захват частоты и фазы в 
генераторе - в биопроцессе: захват частоты и фазы спонтанного ритма стимулирующим 
воздействием. Примеры: воздействие на сердечный ритм, захват фазы дыхательного 
ритма. Используется математический аппарат вынужденных нелинейных колебаний Ван-
дер-Поля и Ван-дер-Марка. Базовым является дифференциальное уравнение второго 
порядка с гармоническим вынуждающим членом: 

( ) ( )d u
dt

u du
dt

u B vt
2

2
21− − + =ε cos .  

С использованием этой модели в физиологии человека моделируются 
дыхательная синусовая аритмия, эктотические пейсмекеры сердца, связь между дыханием 
и принудительной вентиляцией, аритмия сна и др. 

Биологические системы являются трехмерными по своей структуре. Это также 
должно учитываться в их физико-математических моделях, особенно для органов, у 
которых все три размера одинакового порядка: кора головного мозга, сердце, печень и др. 
Изучением распространения трехмерных волн в биоткани  занимались Гэрри, Винер, 
Розенблют и др. Медико-биологическое применение подобных исследований связано в 
основном с сердечной деятельностью, вернее с ее нарушениями - брадикардия и 
тахикардия, в общем случае - фибрилляция. 
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